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1. BEZEICHNUNGEN

Es sei B ein offener Bereich im reellen Euklidischen Raum E, mit Rand B
und abgeschlossener Hiille B = B U dB. Wir setzen voraus, daB das Komple-
ment E,\B beschrinkt ist und den Nullpunkt x = 0 enthilt. Es gibt daher
zwei Konstanten r,, r,, 0 < ry <<, derart, daB3

|x| <ry=x¢B, x| >=rn =>x€B
Die Funktionen w, v, y seien in B stetig und in B zweimal differenzierbar, d.h.
u, v, y € C%(B) N D¥B).

Die innere Normale wird mit » und die Ableitung in Richtung der Normalen
im Sinn von Walter mit u, bezeichnet. Wir setzen auch

X = (xl s x2 AR xn)
2

ou .
— 1" = Matrix

u' = Vektor ax) ) m’;

und analog bei v und y.
Es seien Funktionen p, ¢, a, b, ¢ durch

p: 6B —> E*, g: 0B— FE, a. B— S, b: B— E”, c: B— E!
gekennzeichnet, wobei S die Menge der reellen symmetrischen n X n-

Matrizen ist. Das Skalarprodukt zweier Vektoren derselben Dimension wird
durch Zusammensetzung geschrieben, insbesondere ist

’ au va 82”
bu' = 2 b, '87 s au = Z a;; mx“ , xax = Z XX .
A i J

! Under auspices of the U.S. Special Program, Alexander von Humboldt Stiftung.
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Wir setzen weiter . x| = r,
x" — Einheitsmatrix, ax' - Spura
und, fir m konstant,

(x, m) - pr - (m - 2)gr, . X e dB.

2. DER Satz vON COLLATZ
In [t} kommen drei verschiedene Voraussetzungen vor, und zwar folgende:

VORAUSSETZUNG C-1. Es sei R fir x € ¢B durch

Ru - pu--qu,

definiert mitp - l,¢ = Ooderp 0,¢ I. Falls ¢ == O 1ist, mufl auBerdem
B ein Sterngebiet sein, wobei v so gewahlt werden muB, daB ¢r/cv > 0 und
im Falle p == 0 sogar ¢ricv =~ 0 fir x € ¢B gilt.

VORAUSSETZUNG C-2. Essei Q fiir x € B durch
Qu - — Au = bu' - cu
definiert mit stetigen b und ¢. Weiter gelte:
cr? o (n - 2) by, !_ip} #h(x) und !lm rie(x) existieren.

VORAUSSETZUNG C-3. Es sei ju{x) — v(x) - o(r3 ") fir r - oc.
Der folgende Satz ist in [I] bewiesen:

Satz C (Collatz). FEs gelten die Voraussetzungen C und aufierdem sei
n.-3 Qu - Qr,' Ru-— Re!l - e(x). Dann ist

bu(x) - e(x)l e - 1 su <) XL xeB.

AY 5“' - redB T(Xs i)

Dieser Satz ist aus verschiedenen Griinden interessant. Erstens: Die Fehler-
abschiitzung strebt mit groBerer Geschwindigkeit gegen Null, als man auf
Grund der Wachstumsvoraussetzung hitte erwarten kénnen. Z.B. bei n = 3
ist die Voraussetzung | u — v - o(1) und das Ergebnis [ v — v | == O(1/r)
(Satz C ist in dieser Hinsicht ein Satz von Phragmén-Lindelofscher Art).
In [1}ist ein nichttriviales Beispiel gegeben, worin eine bekannte Ansatzfunk-
tion  die Abschitzung 1 — ¢ < 0.0066/r fiir die unbekannte Losung u
liefert.
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Zweitens: Die Methode ist fiir die zweite Randwertaufgabe brauchbar
(p = 0, g = 1). Auch dies wird in [1] durch ein Beispiel illustriert.

Drittens: Es wird nicht vorausgesetzt, daB ¢ > 0 ist. Daher sind die
lblichen Monotoniesdtze nicht ohne weiteres anwendbar, ganz davon
abgesehen, daBl das Gebiet unbeschriankt ist.

Es scheint aus diesen Griinden wertvoll, den Satz von Collatz womdglich
zu verallgemeinern, und das ist die Absicht dieser Arbeit. Wir wollen du
durch au” ersetzen und dadurch eine groBere Klasse von Operatoren Q
zulassen. Dabei braucht der Parameter m in 7(x, m) nicht mehr mit der
Dimension » libereinzustimmen, sondern wir konnen bei passenden @, R
etwa m = 3, n = 2 zulassen. Wir wollen noch dazu die Collatzschen Be-
dingungen fiir r% und r% durch eine schwichere Bedingung ersetzen. Es
stellt sich heraus, daB

e(x) = —ar?

fir eine Konstante « und eine Konstante 8 > 2 geniigt; jedoch ist diese
Bedingung mit B = 2 nicht ausreichend. Die Voraussetzung C-1 wird
auch etwas verallgemeinert und insbesondere wird erlaubt, daB p < 0 ist.
Zuletzt mochten wir die Wachstumsbedingung C-3 durch |4 — v | = o(1)
ersetzen, welche fiir n > 3 et as schwicher als | u — v | < o(r®™) ausfillt.

3. EIN ABSCHATZUNGSSATZ
Hier werden folgende Voraussetzungen eingefiihrt:

VORAUSSETZUNG 1. Es sei ein Operator R fiir x € ¢B8 durch
Ru = pu — qu,

definiert mit g >> 0, und p und gr, seien nach unten beschrinkt. Weiter sei
inf 7(x, m) > 0 fiir x € 0B.

VORAUSSETZUNG 2. Es sei ein Operator Q fir x € B durch
Qu = —au”" + bu’ + cu
erklart mit ¢ > 0 und xa(x)x == | x |2. Weiter sei
| % [2e(x) > (m — 2(bx —ax' +m),  c(x) = (| x)),
wobei yp(r) stetig ist und

[Trive)ar < .
0
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VORAUSSETZUNG 3. Es sei liminf,,, M(r) < 0 mit
M(r) = sup[u(x) — v(x)] fir jx|=r
Der folgende Satz wird hier bewiesen:

Satz 1. Es gelten die Voraussetzungen 1-3, und auferdem sei m
Qu <. Qv und Ru — Rv < e(x) mit € == 0. Dann ist

-2

iy = L ) L B
u(x) — v{x) < Ty 3161011)? e X ot xeB.
Wir haben Satz | als eine einseitige Abschitzung deswegen formuliert, weil
im allgemeinen die Gleichung Qv = Qu fiir die Ansatzfunktion v schwer zu
I6sen ist. Durch Vertauschen von w und o folgt selbstverstindlich eine
Abschiitzung fir ju — v |, wenn |uw ti - ofl), Qu = Qv und
| Rt — Rv | << e vorausgesetzt werden.

Falls p >0 und g¢r, 2> 0 sind, dann kann in der Voraussetzung 1 inf
7(x, 1) > 0 durch 7(x, m) > 0 ersetzt werden. Das ist z.B. in Satz C mit
m = n der Fall

Die Voraussetzung xax --  x|* ist eine Normierung, die immer durch
Division erreichbar ist, wenn ax - 0 fiir x € B gilt (Wir haben uns eine
dhnliche Normierung in der Formulierung von Satz C erlaubt; vergl. [1]).

4, ZUSATZE

Es wire interessant zu wissen, ob c(x) in gewissen Teilgebieten “‘sehr
negativ”’ sein kann, wenn ¢(x) in anderen Teilgebieten geniligend grof} ist.
Satz 1 gibt iber diese Frage wenig Auskunft, da das Integral von ry(r) als
absolut konvergent vorausgesetzt wird. Es gilt aber folgender:

Zusatz 1. Es mége die Voraussetzung 2 bei Satz | durch a = 0, xa(x)x
| x |? und

| X Pelx) = (m — 2)bx — ax’ —m) = X Pylix)

ersetzt werden, wobei das Integral

" ' sy(s) ds

0
nach unten beschrinkt ist. Dann gilt die Behauptung immer noch.

Falls das Integral der stirkeren Bedingung

lim inf J sy(s) ds ~ o«
r-> 0
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in Zusatz 1 geniigt, dann 146t sich die Wachstumsvoraussetzung 3 durch die
schwichere Bedingung lim inf,,,, M(r) < o ersetzen.
Der folgende Zusatz zeigt, dall die Bedingung iiber y(r) scharf ist:

Zusatz 2. Es migen alle Voraussetzungen iiber Q, u und v von Satz 1
gelten mit der einzigen Ausnahme, daf y(r) < 0 und

fw rly(r) dr= o statt fw riy(®ldr < o
0 0

vorausgesetzt wird. Dann kann man bei vorgegebenem a stets u, v, b und
¢ =y so wihlen, daf Qu = Qv und lim sup,_, (4 — v) = o0 ist.

5. EIN HILFSSATZ

Satz C wird in [1] durch Inversion bewiesen. Diese Methode ist bei Satz 1
weniger gilinstig, da keine Sétze iiber hebbare Singularititen in passender
Allgemeinheit vorliegen (Man merke sich, dal @ den Rang 1 bei beliebigem n
haben darf und daB unsere Voraussetzungen iiber b und ¢ ziemlich schwach
sind). Hier wird eine andere Methode bevorzugt. Diese Methode ist dadurch
motiviert, daB die Bedingungen 7(x, n) > 0 und r2¢c > (n — 2) bx, die in [1]
aus der Inversion stammen, gleichwertig mit

Rr#—7 >0, or+* =0

sind. Die Behauptung folgt deswegen aus einem einfachen Hilfssatz, der
jetzt erlautert wird.
Wir setzen

o 400 — 00
MO =80

Qu = —au" -+ bu' + cu, Ru = pu — qu,

mit @ > 0 und ¢ > 0. Die anderen Voraussetzungen von §3 werden im
folgenden Hilfssatz nicht benutzt.

HiLrssatz 1. Es sei y >0, Qy =0, Ry >0 fiir xc B bzw. x € B bzw.
x € 0B. Behauptung: Aus Qu — Qv < Qy, Ru — Rv << Ry und liminf,,,
M(r) <1 folgt u — v < y.

Das Ergebnis folgt aus [4], jedoch wird der kurze Beweis hier wiederholt.
Man setze u — v = wy. Wenn die Behauptung falsch ist, dann hat w ein
Maximum vom Wert £ > 1 in einem Punkt x* € B. Ist x* e B, dann ist dort

uUu—v = gy, ul _ Ul — fy’, u” _ UII < fy”-
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Daraus folgt Qu — Qv = £Qy > Qy, also ein Widerspruch. Ebenfalls
entsteht ein Widerspruch, wenn x* € dB ist.

6. EIN EINFACHER FALL

Fiir zweimal differenzierbares u(r) ist
Qu(r) = L'(iz (bx — ax’) — r (/f‘}'_)) + eudr).

Wir wollen w so wihlen, dall Qu > 0 ist. Die Voraussetzung 2 ergibt nun

2

F2e
by — ax’ - e I (m - 2).

i

Wenn p'(r) < 0 ist, konnen wir daher die gewiinschte Ungleichung Qu =~ 0
durch

. . ’( ) B o ,
b O] B o

ersetzen. D.h., wenn (1) gilt mit p" = 0, dann gilt auch Qu > 0.
Falls p(r) == #° mit § konstant, dann ist (1) mit

cr? [1 : éva o Sm o 8 2) (2)

I

gleichbedeutend. Man merke sich, dall beide Seiten O fiir 5 = 2 —— m sind.
Ebenfalls ist

Rro =y Ypr - 5(1";'),
und aus § =: 2 — m folgt
Rpe—m rl-vr(x, m). 3)

Es sei nun ¢(x) = 0, weiter seien p nach unten und gr, nach oben beschréinkt.
Wir setzen

vt B

. e'X
o ooy == Inf — (x) pxo et
vezs T(X, 111)

mit

, B8 > 0. (4)
Fir 0 > 8 > 2 — m gilt (2), und daraus folgt Qp > 0. Fiir kleine 8 und
8 — (2 — m) ist auch Ry > e(x), und Hilfssatz 1 liefert

w(x) — v{x) = ar® =+ f.

Aus 8 — (2 — m)--, B — 0-- und o — &, - folgt die Behauptung von Satz 1.
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Der wichtige Fall Qu = —4du, m = n, ist in dem obigen Fall enthalten, und
dabei brauchen wir weder r, == 0 noch p > 0 vorauszusetzen. Rein theoretisch
gesehen jedoch liegt der Schwerpunkt des Collatzschen Ergebnisses gerade
darin, daB ¢ < 0 zugelassen ist. Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie man
ein passendes y im Fall ¢ < 0 finden kann.

7. EIN ZWEITER HILFSSATZ

Wir setzen
wry =r3md(r),  D'(r) = ¥(r) (5

und erhalten aus (1)

cr 3 —m ,
(m—Z— r )IP>1P' (6)
Aus der Voraussetzung c(x) = v(r) folgt erst recht c(x) = min[0, y(r)].
Daher kénnen wir 0.B.d.A. y < 0 annehmen. Wir definieren
ry(r) 1

P(x):m—2 14 r

und bestimmen ¥ durch ¥'/¥ = p(r) — (3 — m)/r. Eine Losung ist

Y(r) = r™3 exp f ' p(s) ds.
Nach (5) ist dann
O(r) = D(ry) + [ W) ds,  plr) = ().

Die Bedingung ' <C 0 ist gleichbedeutend mit A < 0, wobei
Nr) = r#(r) + (2 — m) D(r)
ist. Die Wahl (m — 2) O(ry) = ri—2 ergibt A(ry) = 0, und aus
XN(@) =r¥'(r) + 3 — m) Pr)

im Zusammenhang mit p(r) < 0 folgt A'(r) < 0. Wir schlieBen zuerst auf
A(r) <0, danach auf p'(r) << 0 und zuletzt auf Qu > 0 fiir r > 1y,
Wird % durch

(m—2)m=exp [ pls) ds
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definiert, dann ist, nach der Voraussetzung 2, n > 0. Weiter ist ¥(r) =
(m — 2) prm=3, daher auch D(r) = n(r™—* — ry'""?), und daraus folgt lim inf
w(x) = 9 fiir r — oo,

Damit haben wir folgenden

HiLFsSATZ 2. Unter der Voraussetzung 2 existiert eine Funktion p(r)c C®
fiir v = ry derart, daf

w(r) =0, w'(ry =0, Quir) - 0. “‘Elinf w(r) - 0.

8. BEWEIS VON SATZ !

Es sei
roo ok Budr)
mit o« und B wie in (4) und mit u(r) wic in Hilfssatz 2. Dann ist nach (3)
Ry warl= o(x, m) -I- BRu(r).
Wegen der Voraussetzung 1 kdnnen wir bei festem « > «, ¢in B -0 so

wihlen, dall Ry > e(x) ist. Aus Hilfssatz 1 folgt u — v =C 1, und daraus
folgt Satz 1.

9. BEWEIS VON ZUSATZ |
Wir schreiben die gewiinschte Ungleichung Qu > 0 in der Form
(bx — ax’ - m) &’(j'—") oepdr) T E’(I) - n E—,(}) (7)

Fiir g = 0 konnen wir ¢ durch r—2(m -- 2)(bx — ax’ -+ m) ersetzen. D.h,,
wenn p der daraus entstehenden Ungleichung

st o} . Y AT L
(bx — ax’ -- m) (i,g) e Lr_-z—" p,(r)) Ser (ﬁ~’(’—)) -+ m pAr) ()

gentigt und auBerdem g > 0 ist, dann gilt auch (7).
Aus (5) folgt
2

ﬁ:l‘) . ,’”, ;2 - :u‘(r) — rl—ml]/(r)'

Falls ¥(r) == 0 ist, kdénnen wir bx — ax’ -~ m in (8) durch r2y(r)j(m — 2)
ersetzen. In diesem Fall folgt (8) aus

( r’}/(")‘_ o ;éﬁ F”L) 1}] . 11[//'
F ;

\m — 2



FEHLERABSCHATZUNG 289

0.B.d.A. sei y(r) <O fir ry <r <r,. Es werden p, ¥, @, und p wie in

Hilfssatz 2 konstruiert, diesmal aber mit der zusétzlichen Bedingung p' < 0

nut fiir ry < r << ry (Die Bedingung besteht daher fiir Ry, nicht aber fiir Qp).
Der Beweis von Zusatz 1 ist dhnlich dem Beweis von Satz 1.

10. BEWEIS VON ZUSATZ 2

Fiir stiickweise stetiges y(r) sei eine Transformation T: p = Ty durch

Y(r) = rm3 exp (fT LE)—Z— ds),

To

o) = [ W@ ds, ) = rrd)

To

definiert (vergl. den Beweis von Hilfssatz 2). Diese Transformation hat die
folgenden zwei Eigenschaften:

(i) Aus lim,_ f:o sy(s) ds = —oo folgt lim,_, u(r) = 0.

ii) Es sei y(r, 0) = o fiir s <r <s + 1 mit o konstant, und es sei
Y
¥(r, ) = y(r) sonst. Weiter sei u(r, 6) = Ty(r, o). Dann ist

lim pu(s + 1, o) = oo,

Der cinfache Beweis wird dem Leser iiberlassen.

Es sei nun yp(r) wie im Zusatz 2. Wir setzen p = Ty und finden r; > 7,
derart, daB u(ry) <1 ist. Auf dem Intervall r; <r <r; + 1 wird y(r) durch
eine groBe Konstante o, ersetzt. Die neue Funktion sei v, , d.h.

yilr) = oy (r, <r <rp+ 1),  y(r) = v(r) (sonst).

Wir setzen u, = Ty, und wihlen oy > 0 so, daBl p,(r; + 1) > 1 ausfillt.

Wir bestimmen jetzt r, > ry + 1 derart, daB p,(ry) < 1 ist, und ersetzen
v1(r) durch eine groBe Konstante g, auf dem Intervall r, <<r <r, + 1. Die
neue Funktion sei v, , d.h.

yolr) = gy (s <r <ry + 1), ya(r) = (r) (sonst).

Wir setzen p, = Ty, und bestimmen o, > 0 so, daB p,(r, + 1) > 2 ist.

Durch dieses Verfahren erhaiten wir eine Funktion yy(r), die den Wert
o, > 0 auf Intervallen r, <r <r; + 1 hat und die sonst mit (r) iiber-
einstimmt. Fir die zugehdrige Funktion u, = Ty, gilt

polri) < 1/k, polre -+ 1) =k (k=1,2..).
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Aus o, 2= 0 folgt y, == y. Wir kénnen y, durch eine Funktion y' e C? so
nach oben approximieren, dall y+ = y, >> v und daBl immer noch lim,_.,
pt(ry) == 0 fiir ut == Ty+ gilt.

Wir setzen p(x) == u™(r), u — v == ¥, ¢{x) = y*(r), und bestimmen b bei
vorgegebenem « so, dal

re(x) = (m — 20bx —- ax’ - m)

gilt (Wir setzen z.B. b(x) == I(x)x mit einer passenden Funktion /: E? — E').
Esist u — v == y > 0, und fiir die Funktion

M(r) = suplu(x) -~ v(x)]  Cx, = r)

giltlim inf M(r) = 0, im sup M(r) == oo. Weiter ist @y = 0, daher Qu - Q.
Die Behauptung von Satz 1 gilt also nicht einmal fiir das erste Randwert-
problem Ru - u (Falls ¢B mit | x | = r, Ubereinstimmt, haben wir sogar
u = p fiir x € ¢B).

Durch dieselbe Konstruktion kénnen wir

lim sup M(r) 8(r) = o

erhalten, wobei 8(r) eine belicbige vorgegebene positive Funktion ist.

11. BEMERKUNGEN ZUR WACHSTUMSBEDINGUNG

Wenn ¢ und b lokal beschréinkt sind, so gilt Satz 1 auch noch fiir m - 2.
Das folgt aus dem schwachen Maximumprinzip, das sich unter den genannten
Voraussetzungen mit Hilfe von Voraussetzung 2 im Falle m = 2 beweisen
148t [3].

In diesem Beispiel ist ¢ = 0. Wenn ¢ = 0 fiir r .= ¢, ist, kann die Wach-
stumsvoraussetzung 3 manchmal durch die schwichere Bedingung

lin;j'f'nf M(r)y << w
ersetzt werden. Das gilt z.B. nach Meyers und Serrin [2], wenn
ax’ — bx <12 - o(r), c =0
gilt, wobei o(r) stetig ist und

[ o= [ “aju
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gilt. (Fiir den Beweis [2] beachte man, dal Qu > 0 aus ¢ > 0 und
pe) + E Q@ b —11<0, @) >0
folgt und daB dies sich durch
pe) +EO 1 4o <0, @) >0 )

ersetzen 148t. Man betrachtet or?=™ 4 Su(r) wie frither.)

Leider ist u(o0) = co in (9) fiir m > 2 nicht moglich, da Voraussetzung 2
mit ¢ > 0 und m > 2 die Bedingung o > m — 2 nach sich zieht. Der folgende
Zusatz ist dagegen fiir alle m brauchbar.

ZUSATZ 3. Fir|x|>=rseia>0,xax = |x|% ¢ >0 und
c|x 2= (m—2)(bx — ax’ -+ m).

Weiter sei ¢(x) = n(] x D(ax’ — bx) mit n > 0, n" < 0 und

Jw sm(s) ds = co.

1

BEHAUPTUNG. Aus lim inf, ., M(r) < oo folgt M(r) <O fiir r = ry oder
ME) ™ < M) r*™,  r=n.

Falls die Behauptung fiir m > 2 gilt, so ist lim sup M(r) << 0, und wir
konnen Satz 1 mit y(r) = O fiir » >> r, anwenden. Dabei wird die Bedingung
¢ > 0 nicht fiir r < ry verlangt.

Fiir den Beweis setze man 0.B.d.A. voraus, dafl %' < 0 ist (Man benutze
sonst @y mit P’ < 0, $ < D < 1). Das Ergebnis folgt jetzt daraus, daB die
Bedingung Qu(r) > 0 mit p'(r) = ry(r) und

cp > nlax’ — bx) + ry’ (10)

gleichbedeutend ist. Diese ist im vorliegenden Fall mit u(r,) = 1 erfillt, und
man betrachtet ar®>™ + Bu(r) wie friher.

Im Falle m = 2 folgt aus Zusatz 3, daB M(r) fiir r > r, monoton fallend
ist. Das fiihrt zu einer Verbesserung von [3], Corollary 28 und Corollary 33,
die ihrerseits eine Verbesserung der Sdtze von Nagumo und Simoda, Ako6
und Kusano und Nehari liefern (s. [3]). Etwas liberraschend ist die Tatsache,
daB diese sieben Autoren scheinbar alle den einfachen Zugang zum Zusatz 3
mittels (10) ibersehen haben.
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