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1. BEZEICHNUNGEN

Es sei B ein offener Bereich im reellen Euklidischen Raum En mit Rand oB
und abgeschlossener Rulle E = B u oB. Wir setzen voraus, daB das Komple­
ment En\E beschriinkt ist und den Nullpunkt x = 0 enthiilt. Es gibt daher
zwei Konstanten ro, r1 , 0 < ro < r1 , derart, daB

I x I :(: ro => x 1= E, I x I ::? r1 => x E B.

Die Funktionen u, D, y seien in E stetig und in B zweimal differenzierbar, d.h.

u, D, y E CO(E) (] D2(B).

Die innere Normale wird mit v und die Ableitung in Richtung der Normalen
im Sinn von Walter mit Uv bezeichnet. Wir setzen auch

x = (Xl' X 2 , ..• , X n)

, V k 8u "M· 8
2
uu = e tor -8' u = atnx -88

Xi Xi Xj

und analog bei D und y.
Es seien Funktionen p, q, a, b, c durch

p: oB->- £1, q: oB->- £1, a: B -+ sn, b: B-+ En, c: B-+ E1

gekennzeichnet, wobei sn die Menge der reellen symmetrischen n x n­
Matrizen ist. Das Skalarprodukt zweier Vektoren derselben Dimension wird
durch Zusammensetzung geschrieben, insbesondere ist

bu' = L bi 88U ,
Xi

"" 8
2

uau = L, aij-88 '
Xi Xj

1 Under auspices of the U.s. Special Program, Alexander von Humboldt Stiftung.
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Wir setzen weiter X: r.

RAY REDHEFFER

x'- Einheitsmatrix,

undo fUr III konstant.

ax' Spur a

T(X, III) pr (nl 2) qr, . XEO aB.

2. DER SATZ VON COLLATZ

In [1] kommen drei vcrschiedene Voraussetzungen vor, und zwar folgende:

VORAUSSETZUNG Col. Es sei R fUr x EO (jB durch

Ru pu qu"

definiertmitp l,q Ooderp O,q I.Fallsq F Oist,muGau13erdem
B ein Sterngebiet sein, wobei v so gewiihlt werden muG, daJ3 (1'; G'V °und
im Faile p- 0 sogar Gr/i'v 0 fUr x EO aB gilt.

VORAUSSETZUNG C-2. Es sei Q fur x EO B durch

Qu-Llu hu' - eu

definiert mit stetigen h und C. Weiter gclte:

er'!. (II 2) bx, lim r'h(x) und lim rle(x) existiercn.
,. ...• -r r--' I

VORAUSSETZUNG C--3. Es sei ! u(x) - vex)
Der folgende Satz ist in [I] bewiesen:

0(1"3 ") fur l' --~x.

SATZ C (Collatz). Es gelfen die Voraussefzullgell C ulld aujierdelll sei

11 3. Qu QL", Ru RL" E(X). Dann iSf

I U(x) v(X} .Y 11-1, X EO B.

Dieser Satz ist aus verschiedenen Grunden interessant. Erstens: Die Fehler­
abschiitzung strebt mit groJ3erer Geschwindigkeit gegen Null, als man auf
Grund der Wachstumsvoraussetzung hiitte erwarten konnen. Z.B. bei l1~c 3
ist die Voraussetzung I u- v ' 0(1) und das Ergebnis [ u v I == GO/r)
(Satz C ist in dieser Hinsicht ein Satz von Phragmen-LindelOfscher Art).
In [1] ist ein nichttriviales Beispiel gegebcn, worin eine bekannte Ansatzfunk­
tion l' die Abschiitzung , II -- l' j 0.0066/1' fUr die unbekannte Losung 1I

liefert.
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Zweitens: Die Methode ist fUr die zweite Randwertaufgabe brauehbar
(p = 0, q = 1). Aueh dies wird in [1] dureh ein Beispiel illustriert.

Drittens: Es wird nieht vorausgesetzt, daB c;:?: ° ist. Daher sind die
iibliehen Monotoniesatze nieht ohne weiteres anwendbar, ganz davon
abgesehen, daB das Gebiet unbesehrankt ist.

Es seheint aus diesen Grunden wertvoH, den Satz von Collatz womoglieh
zu veraHgemeinern, und das ist die Absieht dieser Arbeit. Wir wollen Llu
dureh au" ersetzen und dadureh eine groBere Klasse von Operatoren Q
zulassen. Dabei braueht der Parameter m in T(X, m) nieht mehr mit der
Dimension n ubereinzustimmen, sondern wir konnen bei passenden Q, R
etwa m = 3, n = 2 zulassen. Wir wollen noeh dazu die Collatzsehen Be­
dingungen fUr r4b und r4c dureh eine sehwiiehere Bedingung ersetzen. Es
steHt sieh heraus, daB

c(x) ;:?: -are

fUr eine Konstante ex und eine Konstante f3 > 2 genugt; jedoeh ist diese
Bedingung mit f3 = 2 nieht ausreiehend. Die Voraussetzung C-l wird
aueh etwas verallgemeinert und insbesondere wird erlaubt, daB p < °ist.
Zuletzt moehten wir die Waehstumsbedingung C-3 dureh I u - v I = 0(1)
ersetzen, welche fUr n > 3 et as sehwiieher als I u - v [ ~ 0(r3- n) ausfiillt.

3. EIN ABSCHATZUNGSSATZ

Hier werden folgende Voraussetzungen eingefUhrt:

VORAUSSETZUNG 1. Es sei ein Operator R fUr x E oB dureh

Ru = pu - quv

definiert mit q ;:?: 0, und p und qrv seien naeh unten besehrankt. Weiter sei
inf T(X, m) > °fUr x E oB.

VORAUSSETZUNG 2. Es sei ein Operator Q fUr x E B dureh

Qu = -au" + bu' + cu

erklart mit a ;:?: °und xa(x)x 0= I x [2. Weiter sei

[ X 1
2 c(x) ;:?: (m - 2)(bx - ax' + m),

wobei y(r) stetig ist und

r r I y(r)! dr < 00.
o

c(x) ;:?: y(1 x I),



284 RAY REDHEFFER

VORAUSSETZUNG 3. Es sei lim infr~XJ M(r) :s:; 0 mit

M(r) = sup[u(x) - vex)]

Der folgende Satz wird hier bewiesen:

fiir : x i = r.

X E B.

SATZ 1. Es gelten die Voraussetzungen 1-3, und aufJerdem .lei 111 > ')
Qu :s:;; Qv und Ru - Rv :s:;; E(X) mit E )': O. Dann ist

E(X)u(x) -- ~'(x) :'( .-;-- ..-------:;- sup --.--. \: ,,,-1
X xEoB T(;\, m)

Wir haben Satz 1 als eine einseitige Abschatzung deswegen formuliert, weil
im allgemeinen die Gleichung Qv = Qu fUr die Ansatzfunktion v schwer zu
IOsen ist. Durch Vertauschen von u und l' folgt selbstverstandJich eine
Abschiitzung fUr i u -- ~':, wenn ! u l' 0(1), Qu ~= Qu und
I Ru - Rv I E vorausgesetzt werden.

Falls p )': 0 und qrv )': 0 sind, dann kann in der Voraussetzung 1 inf
T(X, m) > 0 durch T(X, 111) 0 ersetzt werden. Das ist z.B. in Satz emit
111 = n der Fall.

Die Voraussetzung xax i x 1
2 ist eine Normierung, die immer durch

Division erreichbar ist, wenn ax ,Ie 0 fiir x E B gilt (Wir haben uns eine
ahnliche Normierung in der Formulierung von Satz C erlaubt; vergl. [I]).

4. ZUSATZF

Es ware interessant zu wissen, ob c(x) in gewissen Teilgebieten "sehr
negativ" sein kann, wenn c(x) in anderen Teilgebieten geniigend graB ist.
Satz I gibt iiber diese Frage wenig Auskunft, da das Integral von ry(r) als
absolut konvergent vorausgesetzt wird. Es gilt aber folgender:

ZUSATZ 1. Es mage die Voraussetzung 2 bei Satz I durch a)': 0, xa(x)x
I x 1

2 und

! X 1

2c(x) )': (m - 2)(bx - ax' m)

ersetzt werden, wobei das Integral

rr sy(s) ds
'0

nach unten beschriinkt ist. Dann gilt die Behauptung immer nocli.

Falls das Integral der starkeren Bedingung

li~.lnff sy(s) ds ex
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in Zusatz 1 geniigt, dann liiBt sich die Wachstumsvoraussetzung 3 durch die
schwiichere Bedingung lim infNoo M(r) < 00 ersetzen.

Der folgende Zusatz zeigt, daB die Bedingung iiber y(r) scharf ist:

ZUSATZ 2. Es mogen aile Voraussetzungen uber Q, u und v von Satz 1
gelten mit der einzigen Ausnahme, daft y(r) ~ 0 und

100

r I y(r)1 dr = 00
o

statt {" r I y(r)1 dr < 00
o

vorausgesetzt wird. Dann kann man bei vorgegebenem a stets u, v, b und
c ;> y so wahlen, daft Qu = Qv und lim SUPr~oo (u - v) = 00 ist.

5. EIN HILFSSATZ

Satz C wird in [1] durch Inversion bewiesen. Diese Methode ist bei Satz 1
weniger giinstig, da keine Siitze iiber hebbare Singularitiiten in passender
Allgemeinheit vorliegen (Man merke sich, daB a den Rang 1 bei beliebigem n
haben darf und daB unsere Voraussetzungen iiber b und c ziemlich schwach
sind). Hier wird eine andere Methode bevorzugt. Diese Methode ist dadurch
motiviert, daB die Bedingungen T(X, n) > 0 und r2c ;> (n - 2) bx, die in [1]
aus der Inversion stammen, gleichwertig mit

Rr2- n > 0, Qr2- n ;> 0

sind. Die Behauptung folgt deswegen aus einem einfachen Hilfssatz, der
jetzt erliiutert wird.

Wir setzen

My(r) == sup u(x) - vex) ,
Ixl~r y(x)

Qu = -au" + bu' + cu, Ru = pu - quv

mit a ;> 0 und q ;> O. Die anderen Voraussetzungen von §3 werden im
folgenden Hilfssatz nicht benutzt.

HILFSSATZ 1. Es sei y > 0, Qy ;:? 0, Ry ;:? 0 fur x E 13 bzw. x E B bzw.
x E oB. Behauptung: Aus Qu -- Qv < Qy, Ru - Rv < Ry und lim infr~oo

My(r) < Ifolgt u - v <yo

Das Ergebnis folgt aus [4], jedoch wird der kurze Beweis hier wiederholt.
Man setze u - v = wy. Wenn die Behauptung falsch ist, dann hat w ein
Maximum vom Wert g ;:? 1 in einem Punkt x* E 13. 1st x* E B, dann ist dort

u - v = gy, u' - v' = gy', u" - v" ~ ~y".
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Daraus folgt QU - QV ? gQy ?: Qy, also ein Widerspruch. Ebenfalls
entsteht ein Widerspruch, wenn x* E 8B ist.

6. EIN EINFACHER FALL

Fur zweimal differenzierbares fk(r) ist

. fk'(r) . ,fk'(r) I

Qfk(r) ~. -- (bx -- ax) -- I' (---) T ('I/(r).r . r. r

Wir wollen fk so wahlen, daG Qu > 0 ist. Die Voraussetzung 2 ergibt nun

bx- ax'
r"c

iii 2
111 (171 2).

Wenn fk'(r) ~ 0 ist, konnen wir daher die gewiinschte Ungleichung Qfk 0
durch

m fk'(r) _. r ('i(r))'
r . r

(1 )

ersetzen. D.h., wenn (I) gilt mit fk' 0, dann gilt auch Qfk > O.
Falls f1-(r) =, 1'8 mit 8 konstant, dann ist (1) mit

8(m o 2) (2)

gleichbedeutend. Man merke sich, daB beide Seiten 0 fUr 8 = 2 --- 11/ sind.
Ebenfalls ist

und aus 8 =, 2 - III folgt

Rr2-- m rl--il/T(X, m). (3)

Es sei nun c(x) 0, weiter seien p nach unten und qrv nach oben beschrankt.
Wir setzen

y XI's. -- (3
mit

'Xo ,= inf --~ I X 11/ -i,

.iEOB T(X, 111)
(3 > 0. (4)

Fur 0 > ;) > 2 -- 111 gilt (2), und daraus folgt Qy 0. Fiir kleine 13 und
8 - (2 - m) ist auch Ry ::;> ,,(x), und Hilfssatz I liefert

lI(.T) -- l{X) ar" T 13.

Aus [} -,. (2 - m) (3 ---+ 0---'- und a -,. au folgt die Behauptung von Satz 1.
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Der wichtige Fall Qu = -LJu, m = n, ist in dem obigen Fall enthalten, und
dabei brauchen wir weder rv ;;:, 0 nochp ;;:, 0 vorauszusetzen. Rein theoretisch
gesehen jedoch liegt der Schwerpunkt des Collatzschen Ergebnisses gerade
darin, daB c < 0 zugelassen ist. Wir wenden uns jetzt der Frage ZU, wie man
ein passendes y im Fall c < 0 finden kann.

7. EIN ZWEITER HILFSSATZ

Wir setzen

und erhalten aus (l)

J-L(r) = r2- m <P(r), <p'(r) = 'P(r) (5)

(~__ 3 - m ) 'P> 'P'.
m - 2 r

(6)

Aus der Voraussetzung c(x);;:' y(r) folgt erst recht c(x);;:' min[O, y(r)].
Daher konnen wir o.B.d.A. y :::;; 0 annehmen. Wir definieren

p(x) == ry(r) 1
m-2 -T+r2

und bestimmen 'P durch 'P'/'P = per) - (3 - m)/r. Eine Lasung ist

'P(r) = r m
-

3 exp rpes) ds.
TO

Nach (5) ist dann

<P(r) = <P(ro) +r'P(s) ds,
TO

J-L(r) = r 2- m<P(r).

Die Bedingung iL' :::;; 0 ist gleichbedeutend mit ,\ :::;; 0, wobei

'\(r) =, r'P(r) + (2 - m) <P(r)

ist. Die Wahl (m - 2) <P(ro) = r;;,-2 ergibt '\(ro) = 0, und aus

N(r) = r'P'(r) + (3 - m) 'P(r)

im Zusammenhang mit per) :::;; 0 folgt N(r) :::;; O. Wir schlieJ3en zuerst auf
A(r) :::;; 0, danach auf J-L'(r) :::;; 0 und zuletzt auf QJ-L > 0 fUr r > ro .

Wird 7J durch

(m - 2) 'YJ = exp fJ pes) ds
TO
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definiert, dann ist, nach der Voraussetzung 2, 1) > 0. Weiter ist Per) ~
(m - 2) Yjr m- 3, daher auch ep(r) ;;~ Yj(rrn-2 - 1':;-2), und daraus folgt lim inf

fl-(x) ~ Yj fUr r -)- 00.

Damit haben wir folgenden

HILFSSATZ 2. Untel' del' 'Voraussetzung 2 existiert eine Funktion fl-(r) E em
fur r ~ 1'0 derart, daft

fl-'(r) 0, lim inf fl-(r) . 0.
r-)rf;,·

Es sei

8. BEWEIS VON SATZ I

mit ex und f3 wie in (4) und mit fl-(r) wie in Hilfssatz 2. Dann ist nach (3)

Ry ,,,.l~liI T(X, m) -I j3Rfl-(r).

Wegen der Voraussetzung I konnen wir bei festem cx
wahlen, daB Ry E(X) ist. Aus Hilfssatz 1 [olgt 11 -- v
folgt Satz I.

9. BEWEIS VON ZUSATZ J

CXo ein f3 /' 0 so
.1', und daraus

Wir schreiben die gewunschte Ungleichung Qfl- 0 in der Form

(b.y - ax'
. }-L'(r). }-L'(r)

('}-L(r) "r -- -r- m ---.
I' r

(7)

Fur fl- 0 konnen wir c durch r- 2(m ~ 2)(bx - ax' + m) ersetzen. D.h.,
wenn /-< der daraus entstehenden Ungleichung

. -' ' ('}-L'(r)(b.x - a.x ,- 171) -,..
I'

III 2
-o~ 11(1'»)

1'2 " (
'}-L'(r»)', }-C'(r)l' -- -rm-,

r . r
(8)

geniigt und au13erdem fl- > 0 ist, dann gilt auch (7).
Aus (5) folgt

Falls Per) ~ 0 ist, konnen wir bx - ax' + m in (8) durch r 2y(r)i(m - 2)
ersetzen. In diesem Fall folgt (8) aus

(' ry(r)~~ __~~ ~) P P'.
\In - 2 l'
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a.B.d.A. sei y(r) ~ 0 fUr ro~ r ~ r1 . Es werden p, 0/, <P, und fL wie in
Hilfssatz 2 konstruiert, diesmal aber mit der zusatzlichen Bedingung fL' ~ 0
nur fUr ro ~ r ~ r1 (Die Bedingung besteht daher fUr RfL, nicht aber fUr QfL).

Der Beweis von Zusatz 1 ist ahnlich dem Beweis von Satz 1.

10. BEWEIS VON ZUSATZ 2

Fur stiickweise stetiges y(r) sei eine Transformation T: p., = Ty durch

o/(r) = rrn-3 exp ({ sy~) ds),
'0 m 2

<P(r) = r o/(s) ds,
'0

p.,(r) = r 2- rn<P(r)

definiert (vergl. den Beweis von Hilfssatz 2). Diese Transformation hat die
folgenden zwei Eigenschaften:

(i) Aus lim,~oo f~o sy(s) ds = - 00 folgt lim,~oo p.,(r) = O.

(ii) Es sei y(r, a) = a fUr s < r < s + 1 mit a konstant, und es sei
y(r, a) = y(r) sonst. Weiter sei p.,(r, a) = Ty(r, a). Dann ist

lim p.,(s + 1, a) = 00.
0---700

Der einfache Beweis wird dem Leser iiberlassen.
Es sei nun y(r) wie im Zusatz 2. Wir setzen fL = Ty und finden r1 > ro

derart, daB p.,(r1) < 1 ist. Auf dem Intervall rl < r < r1 + 1 wird y(r) durch
eine groBe Konstante al ersetzt. Die neue Funktion sei Yl , d.h.

YI(r) = y(r) (sonst).

Wir setzen p.,1 = TYI und wahlen al > 0 so, daB fLl(rl + 1) > 1 ausfallt.
Wir bestimmen jetzt r2 > rl + 1 derart, daB p.,1(r2) < t ist, und ersetzen

Yl(r) durch eine groBe Konstante a2 auf dem Intervall r2 < r < r2 + 1. Die
neue Funktion sei Y2 , d.h.

Y2(r) = ytCr) (sonst).

Wir setzen p.,2 = TY2 und bestimmen a2 > 0 so, daB p.,2(r2 + 1) > 2 ist.
Durch dieses Verfahren erhalten wir eine Funktion yo(r), die den Wert

a" > 0 auf Intervallen rk < r < r" + 1 hat und die sonst mit y(r) iiber­
einstimmt. Fur die zugehorige Funktion p.,o = Tyo gilt

(k = 1,2'00')'
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Aus ak ;?: °falgt Yo y. Wir konnen Yo dureh eine Funktian y. E C 2 so
nach aben appraximieren, daB y+ ;?: Yo ;?: Y und daB immer noeh lim,,~x

I), 1(r,J °fUr fL,l c= Ty+ gilt.
Wir setzen y(x) = fL+(r), U - v = y, c(x) cc_ y'(r), und bestimmen h bei

vorgegebenem a so, daB

r 2c(x) c== (m - 2)(bx --- ax' m)

gilt (Wir setzen z.B. b(x) h(x)x mit einer passenden Funktian h: E",-> E l
).

Es ist U -- v == y ;:-0: 0, und fUr die Funktian

M(r) sup[u(x) -- v(x)] ( x r)

gilt lim inf M(r) == 0, lim sup M(r) = 00. Weiter ist Qy =--c 0, daher Qu Qc.
Die Behauptung von Satz I gilt also nieht einmal flir das erste Randwert­
problem Ru u (Falls DB mit ! x ! = ro ubereinstimmt, haben wir sagar
u = v fUr x E DB).

Dureh dieselbe Konstruktian k6nnen wir

lim sup lvf(r) 8(r) = oc

erhalten, wobei 8(r) eine beliebige vorgegebene positive Funktian ist.

II. BEMERKlJT"GEN ZUR WACHSTUMSBEDINGUNG

Wenn a und b lokal besehrankt sind, so gilt Satz 1 aueh noeh fUr m' 2.
Das folgt aus dem sehwaehen Maximumprinzip, das sieh unter den genannten
Voraussetzungen mit Hilfe von Voraussetzung 2 im Faile m = 2 beweisen
laBt [3].

In diesem Beispiel ist c 0. Wenn c °flir r r1 ist, kann die Waeh-
stumsvoraussetzung 3 manehmal dureh die sehwaehere Bedingung

lim inf M(r) < oc
r-' f

ersetzt werden. Das gilt z.B. naeh Meyers und Serrin [2], wenn

ax' -- bx 2 I- a(r),

gilt, wobei a(r) stetig ist und

c 0

(" I . rS a(t) ), - exp I - , -- dt ds =" 00
'"1 S \. 1'1 t
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gilt. (Fur den Beweis [2] beachte man, daB Qtt > 0 aus e ;;: 0 und

291

tt"(r) + tt'(r) [ax' - bx - 1] < 0,
r

fo1gt und daB dies sich durch

tt"(r) + tt'(r) [1 + a(r)] < 0,
r

tt'(r) ;;: 0

tt'(r) ;;: 0 (9)

ersetzen liiBt. Man betrachtet cxr2- m + fJtt(r) wie fruher.)
Leider ist tt( (0) = 00 in (9) fUr m > 2 nicht moglich, da Voraussetzung 2

mit e ;;: 0 und m > 2 die Bedingung a ;;: m - 2 nach sich zieht. Der folgende
Zusatz ist dagegen fUr aIle m brauchbar.

ZUSATZ 3. Fiir I x I ;;: r1 sei a ;;: 0, xax = I x 12, e ;;: 0 und

e I x [2 ;;: (m - 2)(bx - ax' + m).

Weiter sei e(x) ;;: 7]([ x I)(ax' - bx) mit 7] > 0, 7]' ~ 0 und

r s7](s) ds = 00.
'1

BEHAUPTUNG. Aus lim inf,~oo M(r) < 00 folgt M(r) ~ 0 fur r ;;: r1 oder

Falls die Behauptung fUr m > 2 gilt, so ist lim sup M(r) ~ 0, und wir
konnen Satz 1 mit y(r) = 0 fur r ;;: r1 anwenden. Dabei wird die Bedingung
e ;;: 0 nicht fUr r < r1 verlangt.

Fur den Beweis setze man o.B.d.A. voraus, daB 7]' < 0 ist (Man benutze
sonst @7] mit @' < 0, t ~ @ ~ 1). Das Ergebnis folgt jetzt daraus, daB die
Bedingung Qtt(r) > 0 mit tt'(r) = r7](r) und

ett > 7](ax' - bx) + r7]' (10)

gleichbedeutend ist. Diese ist im vOrliegenden Fall mit tt(r1) = 1 erfUllt, und
man betrachtet cxr2- m + fJtt(r) wie fruher.

1m FaIle m = 2 folgt aus Zusatz 3, daB M(r) fUr r ~ r1 monoton fallend
ist. Das fUhrt zu einer Verbesserung von [3], Corollary 28 und Corollary 33,
die ihrerseits eine Verbesserung der Siitze von Nagumo und Simoda, Aka
und Kusano und Nehari liefem (s. [3]). Etwas uberraschend ist die Tatsache,
daB diese sieben Autoren scheinbar aIle den einfachen Zugang zum Zusatz 3
mitte1s (10) ubersehen haben.
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